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19 関数の値の変化 
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 必要十分条件は， ( ) 0=¢ xf の解すなわち ( ) 022 =+--+ baa xx が異なる 2 実数解をもち， 

その 1 つの解が 1=x であることである。 

 異なる 2 実数解条件は判別式をDとすると 0>D より， 

 ( ) ( ) 04442 22 >+-=+---= babaaD  
 1=x が解ならば 021 =+--+ baa すなわち 1=b  ・・・① 

 1=b を判別式に代入して整理すると 02 >a  0¹\a  ・・・② 
①，②より，条件は 1,0 =¹ ba  

(3) 

 必要十分条件は ( ) 0=¢¢ xf の解すなわち ( ) 03242 =+--+ aa xx が異なる 2 実数解をもち， 

 その 1 つの解が 4=x であることである。 

 4=x が解ならば ( ) 0324416 =+--+ aa すなわち
2
3

-=a  

 このとき ( ) 03242 =+--+ aa xx は 06
2

112 =+- xx すなわち ( )( ) 0432
2
1

=-- xx となるから， 

 ( )( )4,4 f は変曲点である。 

 以上より， ( ) xexxxf -÷
ø
ö

ç
è
æ +-= 1

2
32  

 ( ) ( )( ) xx exxexxxf -- ---=÷
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112 
 ( )xf が極値をもたない条件は 

すべての実数 xにおいて ( ) 0£¢ xf または ( ) 0³¢ xf が成り立つことである。 

本問の場合， ( ) axxxxaxf ++--=+-=¢ 1sinsin22cossin 2 より， 

すべての実数 xにおいて 01sinsin2 2 £++-- axx または 01sinsin2 2 ³++-- axx が成

り立てばよい。 

 (i) すべての実数 xにおいて 01sinsin2 2 £++-- axx が成り立つための aの条件 

8
9

4
1sin21sinsin2

2
2 -÷

ø
ö

ç
è
æ +=-+£ xxxa  

1sin1 ££- x より，右辺は
4
1sin -=x のとき最小値

8
9

- をとる。 

よって，
8
9

-£a であればよい。 

(ii) すべての実数 xにおいて 01sinsin2 2 ³++-- axx が成り立つための aの条件 

8
9

4
1sin21sinsin2

2
2 -÷

ø
ö

ç
è
æ +=-+³ xxxa  

1sin1 ££- x より，右辺は 1sin =x のとき最大値 2 をとる。 

よって， 2³a であればよい。 

 (i)または(ii)より，求める aの値の範囲は
8
9

-£a または a£2  

113 

(1) 

 ( ) 0
3

20
3
13723

2
2 >+÷

ø
ö

ç
è
æ +=++=¢ xxxxf より， ( )xf は単調増加する。 

 したがって， ( ) 0=xf はただ 1 つの実数解をもつ。 

 また，その実数解a は ( ) ( ) 030,0152 >=<-=- ff より， 02 <<- a を満たす。 

(2) 
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 よって， ( )xgy = の漸近線は xy =  

(3) 
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xxxg より， ( )xgy = と x軸との共有点は ( ) ( )0,1,0,2-  
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 これと， ( )xf,02 <<- a は単調増加関数より， 
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 ( )xg の増減は次のようになる。 
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 これと xy = を漸近線にもつことから，グラフは下図のようになる。 
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(1) 

 ( ) 241cos222cos2 22 -=-== tx qq  

 ( ) tty 68cos3cos423cos2 33 -=-== qqq  

(2) 

 24 2 -= tx より，
2

2+
±=

xt  

 
2

0 pq ££ のとき 

  10 ££ t および 24 2 -= tx より，
2
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xt  
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 pqp
££

2
のとき 

  01 ££- t および 24 2 -= tx より，
2

2+
-=

xt  

  よって， ( ) 21
2

26
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+--=÷
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æ +
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è
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(3) 

 
2

0 pq ££ のとき 

( ) 21 +-= xxy  

また、定義域は、 10 ££ t および 24 2 -= tx より， 22 ££- x  

 pqp
££

2
のとき 

( ) 21 +--= xxy  

また，定義域は， 01 ££- t および 24 2 -= tx より， 22 ££- x  
 よって， 

( ) 21 +-= xxy ( )22 ££- x  ・・・① 

( ) 21 +--= xxy ( )22 ££- x  ・・・② 

のグラフをかけばよいわけだが，①と②は x軸に関して対称なグラフだから， 

①の概形から曲線Cの概形が得られる。 

 



オリジナルスタンダード数学演習Ⅲ受験編を解いてみた       http://toitemita.sakura.ne.jp 

5 

そこで，①の増減と凹凸を調べることにする。 

 ( ) 21 +-= xxy より，
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 また，これより，
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 よって，①の増減および凹凸は次のようになる。 
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 ①のグラフと②のグラフは x軸に関して対称だから，曲線Cの概形は下図のようになる。 
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B 
115 

(1) 

 ( ) ( )xaxaxxf 12sin2sin
2
1

-++-= より， ( ) 12cos2cos -++-=¢ axaxxf  

(2) 

解法 1 
 ( )xf が極大値と極小値をもつための必要条件は， 

p<< x0 において ( ) 0=¢ xf が異なる実数解を少なくとも 2 つもつことである。 

そこで，まず必要条件を求める。 

 ( ) 12cos2cos -++-=¢ axaxxf より， ( ) axaxxf 2coscos2 2 ++-=¢  

 ( ) 0=¢ xf のとき， 02coscos2 2 =++- axax より，
2cos

cos2 2

+
=

x
xa  

 よって， ( ) 0=¢ xf が異なる 2 実数解を少なくとも 2 つもつことと 

 直線 ay = と曲線
2cos

cos2 2

+
=

x
xy が p<< x0 において少なくとも 2 つの共有点をもつことは

同値である 

 
2cos

cos2 2
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x
xy より，

( )
( )22cos

2coscossin2
+

+-
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x
xxxy  

 よって，
2cos

cos2 2

+
=

x
xy （ p££ x0 ）の増減は次のようになる。 
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 ゆえに， aの必要条件は
3
20 << a  

 逆に
3
20 << a とすると， ( ) 0=¢ xf を満たす異なる 2 つの xが存在し，それを ba , （ ba < ）

とすると， ( )xf は a=x のとき極小値を， b=x のとき極大値をとる。 
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解法 2 
 ( )xf が極大値と極小値をもつための必要条件は， 

p<< x0 において ( ) 0=¢ xf が異なる実数解を少なくとも 2 つもつことである。 

そこで，まず必要条件を求める。 

( ) 12cos2cos -++-=¢ axaxxf より， ( ) axaxxf 2coscos2 2 ++-=¢  

p<< x0 より， xcos の値と xの値が 1 対 1 に対応するから， 
p<< x0 において ( ) 0=¢ xf の異なる 2 実数解は高々2 つである。 

したがって， xt cos= とおいたとき 022 2 =++- aatt が 11 <<- t において異なる 2 実数解

をもつことと p<< x0 において ( ) 0=¢ xf が異なる 2 実数解をもつことは同値である。 

11 <<- t において 022 2 =++- aatt が異なる 2 実数解をもつための必要十分条件は， 
022 2 =++- aatt の判別式が正かつ ( ) 01 <-g かつ ( ) 01 >g が成り立つことである。 

このとき， 

判別式 ( )16162 +=+= aaaa より， aa <-< 0,16  ・・・① 
( ) 21 -=- ag より， 2<a  ・・・② 

( ) 231 -= ag より，
3
2

<a  ・・・③ 

①かつ②かつ③より，
3
20 << a  

よって，
3
20 << a ならば ( ) 0=¢ xf は p<< x0 において異なる 2 実数解をもつ。 

このときの解を ba , ( )ba < とすると， 

1,1 <<<<- tt ba のとき 022 2 <++- aatt  

ba << t のとき 022 2 >++- aatt  
qp cos,cos == ba とすると， p<< x0 において xcos は単調に減少するから， qp >  

よって， p<<<< xpqx ,0 のとき ( ) 0<¢ xf ， pxq << のとき ( ) 0>¢ xf  

ゆえに， ( )xf は qx = のとき極小値を， px = のとき極大値をとる。 

以上より，定数 aの値の範囲は
3
20 << a  
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(3) 
 ( ) ( )axxxf -=¢¢ cos4sin  

 p<< x0 のとき 0sin >x より， 

変曲点をもつための必要条件は ax =cos4 を満たす xが存在すること， 

すなわち定数 aの範囲が 44 <<- a であることである。 

このときの変曲点の x座標をa とすると，
4

cos a
=a  

これと ( ) axaxxf 2coscos2 2 ++-=¢ および ( ) 1=¢ af より， 12
8

2
=+ aa

（ 44 <<- a ） 

よって， 08162 =-+ aa （ 44 <<- a ） 268 +-=\a  

逆に， 268 +-=a ならば
4

268cos +-
=x を満たす x（ p<< x0 ）が存在し， 

この xをa とすると， ( ) 1=¢ af ， ( ) 0=¢¢ af かつ a=x の前後の ( )xf ¢¢ 符号が異なる。 

ゆえに， 268 +-=a  
116 

(1) 

 ( )
( )22 12

6

+
=¢

x

xxf だから， xが 0 以上のとき ( ) 0³¢ xf より， ( )xf は単調増加する。 

よって， 10 << x ならば ( ) ( ) ( )10 fxff <<  すなわち ( ) 10 << xf  

(2) 

 ( ) ( )( )
12

112
2 +

---
=-

x
xxxxxf より， ( ) 0=- xxf のとき 1,

2
1,0=x  

(3) 

ポイント 

 pann
=

¥®
lim （ pは有限確定値）とすると， paa nnnn

==
¥®

+
¥®

limlim 1  

また， ( )
12

3
12

3
limlimlim

2

2

2

2

1
+

=
+

==
¥®¥®

+
¥® p

p
a
a
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n

n
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よって， p
p
p

=
+12

3
2

2
 すなわち

( )( ) 0
12

112
2

=
+

---

p
ppp  

したがって， pann
=

¥®
lim （ pは有限確定値）ならば， 1

2
1

<<a より， 

1
2
1

21 <<<<<=<  naaaa となり， 1=p であることが予測できる。 

ゆえに， 1lim =
¥®

nn
a を示せばよい。 
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しかし， 1lim =
¥®

nn
a を直接示すのは難しいので， 

<-< na10 公比 1<r の等比数列 の不等式を導入することにより， 

ハサミウチの原理から， ( ) 01lim =-
¥®

nn
a を示せばよい。 

解 

 (2)より， 1
2
1

<< x ならば ( ) xxf > が成り立つ。 

 よって， ( )
2
1

>>aaf  すなわち
2
1

12 >> aa  ・・・① 

 kn = のとき
2
1

11 >>>> - aaa kk  が成り立つと仮定すると， 

 (1)より， ( )xf は 0³x において単調に増加するから， ( ) ( )1-> kk afaf  

 これと ( )kk afa =+1 ， ( )1-= kk afa より， kk aa >+1  ・・・② 

 よって，①，②より，  <<<<< naaa 212
1

が成り立つ。 

 また，このとき ( ) 01 >-=- + iiii aaaaf （  ,,,2,1 ni = ）が成り立つから， 1
2
1

<< ia  

 ゆえに， 1
2
1

21 <<<<<=<  naaaa  ・・・③ 

 また， 
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a
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a
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+
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 ここで，
12

1
2 +

+

n

n

a
a

が最大となるときの nを jとすると， 

③より， 01 >+ ja ， 012 2 >+ja ， ( ) ( ) 012112 2 >-=+-+ jjjj aaaa  

 よって， 1
12

1
0 2 <

+

+
<

j

j

a

a
 

 したがって， 1
12

1
0 2 <£

+

+
< r

a

a

j

j
を満たすある r が存在する。 
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 したがって，これと③から， ( )nn ara -£-< + 110 1 が成り立つ。 

 よって， ( ) ( ) ( ) ( )a-=-££-£-£-< --
-- 111110 1

1
1

2
2

1
nn

nnn rararara   

( ) 01lim 1 =--

¥®
an

n
r だから，はさみうちの原理により， ( ) 01lim =-

¥®
nn
a  

 ゆえに， 1lim =
¥®

nn
a  

補足 
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について 

( )
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1
2 +
+

=
x

xxg とおくと， ( ) ( )
( )22

2
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312

+
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=¢

x

xxg  

( ) 312 2 ++- x は 1-³x において単調に減少し，
2
1

=x のとき負だから， 

1
2
1

<< x において， ( ) 0<¢ xg  

よって， ( )xg は 1
2
1

<< x において単調に減少する。 

これと③より， ( ) ( )1
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a
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